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Efekty uczenia sie: Student/ka rozumie pojecia przestrzeni Banacha i
przestrzeni Hilberta oraz podstawowe twierdzenia z nimi zwigzane. Zna
podstawy teorii operatoréw liniowych ciagtych (ograniczonych).

Egzamin ustny: Osoba egzaminowana losuje dwa zagadnienia, na
bazie ktdrych przebiega dyskusja. Zasady i zagadnienia dostepne na:

https://math.uwb.edu.pl/~zaf/kwasniewski/teaching.html

Ocena moze by¢ podwyzszona o p6t stopnia za aktywnos$¢ na
wyktadzie, w tym za dobrze napisane wejsciéwki (jesli takowe beda)
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Bartosz Kwasniewski

Faculty of Mathematics, University of Biatystok

Wyktad 1

Przestrzenie Banacha
(zupetnosc)
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Przestrzenie unormowane
Co to jest przestrzen wektorowa (liniowa)?

Def. Przestrzenia unormowang nazywamy przestrzen liniowa X nad
ciatem I := R, C wyposazona w norme, czyli funkcje

|-l : X — [0, 00) taka, ze dla dowolnych x,y € X, A € F:

@ [|x|=0<+=x=0,
@ [[Ax]] = AL il

& x+yll <[]l +lyl-

(niezdegenerowanie)
(dodatnia jednorodnosc)

(nieréwnos¢ tréjkata)

y XY
b

(odwrotna nieréwnos¢ tréjkata)

Il Ixll = llyll] < lIx = vl

>

[l X

Norma zadaje metryke wzorem d(x,y) := ||[x — y||, x,y € X.
Zatem przestrzen unormowana jest tez przestrzenia topologiczna.
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Zbiory otwarte w X s3 sumami kul otwartych, gdzie kulg otwarta o
srodku w x € X i promieniu r > 0 nazywamy zbiér

K(x,r):={y e X:|x—yl| <r}.
Ciag {xn}5°2; C X jest zbiezny do x € X <= limp_, ||x» — x|| = 0.
AN

X
Piszemy wtedy x, — x, x, — x lub x, —

Stw. (ciagtos¢ struktury liniowej) W przestrzeni unormowanej mnozenie
przez skalar, dodawanie wektoréw i norma sg funkcjami ciagtymi.

Dowdd: Niech A\, — A, x, — x oraz y, — y, czyli
[An — A — 0, ||xn — x|| — 0 oraz ||y, — y|| — 0. Wtedy
| AnXm — )\XH H)\nxm — AnX|| 4+ [[Anx — Ax]]
Z 2l flxm — x|l + [An = Al - x|l — 0, przy n,m — oo,
Zatem Apxm — Ax, czyli mnozenie przez skalar - : F x X — X jest

ciagte. Ciagtos¢ dodawania wektoréw + : X x X — X wynika z

N3
(% +Ym) = (x+=Y)| < |Ix0 = x|+ |ym =yl — 0, przy n,m — oo
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Ciagtos¢ normy wynika z ,,odwrotnej nieréwnosci tréjkata™
[xall = IxII| < llxo = x|l = 0, skad [[xa[l — [Ix[. ™

Stefan Banach

Def. Przestrzeniag Banacha nazywamy przestrzen unormowana

zupetna, tzn. przestrzen (X, || -

), gdzie dla kazdego {x,}22; C X

lim ||xp — xm|]| =0 = 3 lim ||x, — xo|| = 0.
n,m— o0 xgE€EX N—00
ciag Cauchy ciag zbiezny
Uwaga. Implikacja przeciwna zawsze zachodzi. &g J
Prz. Przestrzei R z norma ||x|| = |x| jest przestrzenia Banacha nad R.
Podobnie C z norma ||x|| = |x| jest przestrzenig Banacha nad C.

Prz. Przestrzen F” z norma ||x||, := ¢/> 1, [x(k)|P, dla p € [1, 00) J
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Stw. Jesli podprzestrzen liniowa Y C X przestrzeni unormowanej X
jest zupetna, to Y jest domknieta w X. Jesli X jest zupetna, to

Y jest zupetna <= Y jest domknieta.

(przypomnijmy, ze Y = Y U Y9, gdzie Y9 punkty skupienia Y)

Dowéd: ,=—". Zatézmy, ze Y zupetna. Niech y € Y9, czyli istnieje
ciag {yn}>21 C Y zbiezny do y € X. Wtedy {y,}°2; jest Cauchy w Y.
Z zupetnosci Y, ciag {yn}7°, posiada granicew Y. Czyliy e Y. Z
dowolnosci y € Y9 mamy Y9 C Y. Stad Y = Y domknieta.

.<=". Niech X przestrzen zupetna, a Y C X domkniety. Niech
{yn}>2; C Y ciag Cauchy. Z zupetnosci X, {yn}5°, jest zbiezny w X.

Czyli istnieje y € X taki, ze y, — A, y. Skoro {y,}52, C Yoraz Y =,
toy € Y. Zatem {y,}°2; zbiezny w Y Czyli Y przestrzen zupetna. B

Y = OOO —_— Y =
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Stw. Jesli podprzestrzen Y przestrzeni unormowanej X jest przestrzenia
Banacha, to Y jest domknieta w X. Jesli X jest przestrzenig Banacha

Y jest przestrzenig Banacha < Y jest domknieta.

(przypomnijmy, ze Y = Y U Y9, gdzie Y9 punkty skupienia Y)

Dowéd: ,=—". Zatézmy, ze Y zupetna. Niech y € Y9, czyli istnieje
ciag {yn}>21 C Y zbiezny do y € X. Wtedy {y,}72; jest Cauchy w Y.
Z zupetnosci Y, ciag {yn}72, posiada granicew Y. Czyliy e Y. Z
dowolnosci y € Y9 mamy Y9 C Y. Stad Y = Y domknieta.

.<=". Niech X przestrzen zupetna, a Y C X domkniety. Niech
{yn}>2; C Y ciag Cauchy. Z zupetnosci X, {yn}°°, jest zbiezny w X.

Czyli istnieje y € X taki, ze y,, — e, y. Skoro {y,}%°, C Yoraz Y =,
toy € Y. Zatem {y,}°2; zbiezny w Y Czyli Y przestrzen zupetna. B

Y = OOO —_— Y =
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Uw. Kazda przestrzeh unormowang mozna uzupetni¢ do przestrzeni
Banacha (w zasadzie w sposéb jednoznaczny)
Twierdzenie (Uzupetnienie przestrzeni unormowanej)

Dla dowolnej przestrzeni unormowanej Y istnieje przestrzen Banacha X

oraz liniowa izometria W : Y — X taka, ze V(Y) = X.

Czyli Y zanurza sie jako gesta podprzestrzeh w przestrzen Banacha X.

Def. Przestrzen X nazywa sie uzupetnieniem przestrzeni Y i czesto
pomija sie pisanie V. Wtedy Y C X oraz X =Y.

»Szkic Dowodu™: Elementy X definiujemy jako klasy abstrakgji ciagow
Cauchy {xn}54, {yn}22; C Y wzgledem relacji:
{xa} ~ {yn} €5 limn-co x0 = yall = 0.
Klase réwnowaznosci oznaczamy [{x,}] i ktadziemy
{xad] + Hyntl = [0 +ymdl Ml =[x}
IH{xa Il == limp—oo [|Xn. V() =Ky, vy, -}
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Whn. Przestrzen unormowana Y jest zupetna <= jej obraz W(Y') przy
dowolnej liniowej izometrii W : Y — X jest domkniety w X.

LZupetnos¢” =, domknietos¢ w kazdej nadprzestrzeni”

o O

Y: O O VS 7:
o .0

Dowdd: “=" Niech Y zupetna i niech ¥ : Y — X liniowa izometria.
Wtedy obraz W(Y) 2 Y jest przestrzenig zupetng. Zatem W(Y) jest
domknieta podprzestrzenia X, na mocy Stw.

“«<=" Na mocy Tw. istnieje izometria V : Y — X w przestrzen
zupetna X. Zatem jezeli V(YY) jest domknieta w X, to na mocy Stw
przestrzen W(Y) = Y jest zupetna. [ |

Def. Domknieta podprzestrzen liniowa Y C X przestrzeni Banacha X
nazywamy podprzestrzenia Banacha (wtedy Y jest przestrzenia Banacha)
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Lem. Niech {x,}%2; C X bedzie ciagiem Cauchy.
© Jezeli pewien podciag {xn, }32; Jest zbiezny do x, to ciag {xn}5;
jest zbiezny do x.

@ Dla kazdego g € (0,1) istnieje podciag {xp, } 7, taki, ze
[%n, — Xn, || < g dla kazdego I > k.

P
Dowéd: Proste
Def. Dla ciagu {xn}52; C X w przestrzeni unormowanej X powiemy,
00 N (%)
ze szereg > x, jest zbiezny, jezeli ciag { > x,,}N . jest zbiezny i

n=1 n=1 =
wtedy suma szeregu nazywamy

o) N

E Xp = lim E Xp-
N—oo

n=1 n=1

o o0
Szereg > x, jest absolutnie zbiezny jezeli ) ||x,| < oo.
n=1 n=1
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Stw. Przestrzeh unormowana X jest zupetna <—-
kazdy szereg absolutnie zbiezny jest zbiezny w X.

Dowdd: Niech > 72, Hx,,” < 0o. Wtedy dla M > N > 1 mamy

M
HZXn ZXnII—H Z Xl < D all — 0, przy N,M — oo,
n=N+1 n=N+1

N )
Zatem { > x,,} ciag Cauchy, wiec zbiezny jesli X zupetna.

n=1 =

Zatézmy teraz, ze kazdy szereg w X, ktéry jest absolutnie zbiezny jest
zbiezny. Niech {x,}%2; C X dowolny ciag Cauchy. Wybierzmy podciag
{xn, 52, taki, ze [|xn, — X, || < (1/2)% dla I > k (korzystamy z Lem).
Potézmy y1 1= xp, oraz yyi1 1= Xp,,; — Xn, dla k > 1. Wtedy

oo o o

k
D Ikl = Dxag > ey = [l < g 4 (1/2) = [lxag 1 < 00
k=1 k=1

k=1

Zatem S°°° . yi zbiezny. Ale ST 1 vk = Xn + S04 Xngr1 — Xng = Xnp
czyli podciag {xn, }3°, jest zbiezny. Czyli {x,}2; zbiezny (Lem) M, u



